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聚焦一题多解样例，培养高职学生创造性数学思维
◎李建明 ( 兰州现代职业学院，甘肃 兰州 730300)

【摘要】高等数学作为公共基础课程，在诸多领域得到

了大量应用，例如经济管理、自然科学、生命科学以及工程

技术．但由于高等数学涉及知识点众多，章节之间联系紧密，

要求学习者要建立严密的思维方式和习惯，这样才能更好

地掌握与应用知识．在高等数学中，一题多解体现了丰富的

数学思想，能够帮助学生有针对性地训练数学思维．本次将

围绕一题多解样例展开论述，重点分析在高职高等数学中

培养学生创造性思维的具体方式，以供参考．
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一题多解指的是利用差异化的策略解答同一道题．鉴
于每个人在思考以及思维层面存在多元化的分析切入点，

因此可以建立不同类型的解决路径，所以高职学生在学习
高等数学时常会面临一题多解的情形．学习高等数学不仅
是掌握解题方法，更重要的是培养学生的数学创新思维，这
既是高职教育的要求，也是培养学生数学核心素养的必经
之路．具体而言，一题多解广泛存在于各类研究活动以及教
育活动之中，极大推动了数学学科的发展，也培养了学生的
创造性思维．

一、一题多解在高职高等数学中的重要价值
在高职高等数学中，一题多解已经得到了普遍应用．一

题多解的本质是围绕中心原理进行延伸，用不同的方法解
决数学问题，这是培养学生发散思维的重要举措．一题多解
对学生数学思维的训练极为明显，学生可以在不同的解法
中深化对定理的认识．另外，高等数学往往存在大量的公式
符号，会让学生产生枯燥感和疲劳感，利用一题多解，可以
让学生在同一道题中领悟不同解题思路，进而培养学生的
数学创造思维，增加学生的解题成就感．

二、一题多解在高职高等数学中的具体应用
( 一) 利用一题多解让学生更为深入地感知高数概念
在微积分中，不定积分的重要意义不言而喻．由于不定

积分为微分计算的逆计算，和微分计算相比，其难度往往更
大．教师在介绍不定积分概念的过程中，通常会对原函数的
概念加以阐述．鉴于原函数具有不唯一性，不同原函数之间
存在一个常数，所以将带有常数 C 的全部原函数均称作不
定积分．但是在实际教学中，部分高职学生对这一概念的理
解存在偏差，导致学习效果不理想．

例 1 求解不定积分∫2sin xcos xdx．

解析 利用一题多解的思路让学生掌握不定积分的概
念，针对该题可以利用三种方式加以解决，具体如下．

第一种解法: 借助倍角公式 sin 2x = 2sin xcos x，随后应
用第一类换元法，凑微分法，即可解决．

原式 = ∫sin 2xdx = 1
2 ∫sin 2xd( 2x) = － 1

2
cos 2x + C．

第二种方法: 跳过换元法直接采用凑微分法．
由于 cos xdx=dsin x，

那么，可以将原式转成为 ∫2sin xdsin x= sin2x+C．

第三种解法: 同样直接采用凑微分法．
设 sin xdx= －dcos x，

那么原式= － ∫2cos xdcos x= －cos2x+C．
从上面三种方法可知，三种不同的解题思路会有三种

不同的结果，这是什么原因? 究竟哪一个答案是正确的?

通过原函数的定义，可知 F'( x) = f( x) ，

那么通过验证可知:

－ 1
2
cos 2x( )' = － 1

2
( －sin 2x) ×2 = sin 2x = 2sin xcos x，

为被积函数;

另外，( sin2x) ' = 2sin xcos x，也是被积函数;

( －cos2x) ' = － 2cos x ( －sin x) = 2sin xcos x，同为被积
函数．

所以，上述三种解法均正确，进而可以掌握结果和被积
函数之间的实际关系，原函数的导数和被积函数具有相等
关系．

另外，通过倍角公式可以推导出:

－ 1
2
cos 2x= －

1
2

( 2 cos2x－1) = －cos2x+
1
2
= －( 1－sin2x) +

1
2
= sin2x－

1
2
．

这意味着，以上三种不同结论的差为一个常数，也进一
步体现了原函数的定义: 一个函数的原函数并不是唯一的，

不同原函数均相差一个常数 C，也显示出对于相同的不定
积分试题而言，即使结果形式有所差异，其本质并未改变．所
以利用一题多解可以让学生更加深刻地理解原函数以及不
定积分的含义．

( 二) 引导学生活学活用，实现触类旁通
部分学生由于没有深入了解和掌握一元隐函数求导法

则，因此刚接触二元隐函数求导会产生消极心理，心生畏惧．
针对这一情况，教师为了消除学生的畏惧心理，需要应用一
题多解方法，使学生对知识点的掌握更加系统．

例 1 令 y2 = 2－xey，那么
dy
dx的值是多少?

解析 第一种解法: 采取直接求导法，将等式的左侧与
右侧同时对 x 求导，而 y 需要被视作关于 x 的函数，那么，

2y
dy
dx

= 0－ey－xey
dy
dx

，

等式变换后，可得
dy
dx

= － ey

2y+xey
．

第二种解法: 借助关系式
dy
dx

= －
Fx

Fy
．

由于上式中 x，y 无关，

设 F( x，y) = 2－xey－y2，
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由此可得 Fx = －e
y，Fy = －xe

y－2y，
dy
dx

= －
Fx

Fy

= － ey

2y+xey
．

第三种解法: 借助微分形式不变形的特点将等号左边
和右边予以全微分，同时 x，y 无关，那么

d( y2 ) = d( 2－xey ) ，2ydy= 0－eydx－xeydy，

所以
dy
dx

= － ey

2y+xey
．

由以上三类解题思路，可知对于第一种解题方法而言，
应该重点关注 y 与 x 的具体联系，将 y 视作 x 的函数，而在
第二种以及第三种解题思路中，x，y 无关．厘清上述三种不
同类型解题方法的核心逻辑才能更好地解决隐函数导数问
题，最终为学习二元隐函数求导法创造条件．所以，笔者会利
用二元函数求导案例，引导学生意识到二元隐函数和一元
隐函数求导具有相同性质．

例 3 如果 x+y3 －ez = 2z，那么请计算
z
x

和
z
y

的值．

解析 第一种解法: 采取直接求导法，应该重点分析 x，
y，z 之间的关系，即 z 为 x，y 的函数，而 x 与 y 无关．

所以，等式左边和右边均对 x 求导，可得

1－ez× 
z
x

= 2 
z
x

，通过计算得
z
x

= 1
2+ez

，

等式左边和右边均对 y 求导，得到

3y2 －ez× 
z
y

= 2 
z
y

，最终得出
z
y

= 3y2

2+ez
．

第二种解法: 借助关系式
z
x

= －
Fx

Fz
以及

z
y

= －
Fy

Fz
．

此时，可将 x，y，z 三个变量视作独立变量，再将 F 对三
个变量求偏导数．

设 F( x，y，z) = x+y3 －ez－2z，
所以可得到 Fx，Fy，Fz 的具体数值，即
Fx = 1，Fy = 3y

2，Fz = －e
z－2，

那么，
z
x

= －
Fx

Fz

= 1
2+ez

，
z
y

= －
Fy

Fz

= 3y2

2+ez
．

第三种解法: 直接应用微分法，将 x，y，z 视作独立变量，

等式的左、右两边都计算全微分，再运用等式 dz = 
z
x

dx+ 
z
y

dy

确定
z
x

以及
z
y

的值．具体过程如下:

d( x+y3 －ez ) = d( 2z) ，

dx+3y2dy－ezdz= 2dz，

dz=
1

2+ez
dx+

3y2

2+ez
dy，

那么，
z
x

= 1
2+ez

，
z
y

= 3y2

2+ez
．

有上述案例中，一题多解在高等数学中得到了广泛应

用，特别是在理解重要概念以及难点概念时，一题多解能够

让学生串联已学知识和新知识，并在其中展开类比以及推

广，这可以有效培养学生独立思考的能力以及创新意识，也

为后续学习高等数学奠定良好基础．
( 三) 一题多解在证明题中的应用

例 4 已知 f( x) 在［0，1］上连续并且单调不增，请你证

明如果 0≤μ≤1，∫
μ

0
f( x) dx≥μ ∫

1

0
f( x) dx．

解析 本题可以通过多种方法加以理解，具体可以从

函数单调性、定积分换元法、积分中值定理、定积分的性质

以及微分中值定理等角度切入证明．

证明一: 假设 F( μ) =∫
μ

0
f( x) dx － μ∫

1

0
f( x) dx，

由题设条件，可知
F( 1) = F( 0) = 0，

F'( μ) = f( μ) － ∫
1

0
f( x) dx．

由此可见，f( x) 在［0，1］上符合罗尔定理，因此，有 ξ∈

( 0，1) ，使 F'( ξ) = 0，那么 f( ξ) =∫
1

0
f( x) dx．

由于 f( x) 在［0，1］上连续并且单调不增，所以可分成

两种情况，即

如果 μ＞ξ，那么 F'( μ) = f( μ) － ∫
1

0
f( x) dx = f( μ) －f( ξ)≤0;

如果 μ＜ξ，那么 F'( μ) = f( μ) － ∫
1

0
f( x) dx = f( μ) －f( ξ)≥0．

因此，ξ 为 F( μ) 的最大值对应的点，所以 F ( μ) 在［0，

1］内的最小值是 F( 1) = F( 0) = 0，所以 F( μ) ≥0，原不等式

得以证明．
证明二: 可以把问题不等式转变成变上限积分，随后借

助函数单调性的性质来证明原式，例如需要证明∫
μ

0
f( x) dx ≥

μ∫
1

0
f( x) dx，就相当于要验证

∫
μ

0
f( x) dx

μ
≥
∫
1

0
f( x) dx

1
( μ≥ 0) ．

假设 F( x) =
∫
x

0
f( t) dt

μ
，所以只要验证 F( x) 单调不增即

可，而 F'( x) =
xf( x) － ∫

1

0
f( t) dt

x2
，

由于 f( x) 连续，借助积分中值定理，可得

F'( x) =
xf( x) －xf( ξ)

x2
= f( x) －f( ξ)

x
，0≤ξ≤x．

而由于 f( x) 单调不增，因此 f( ξ) ≥f( x) ，所以 F' ( x) ≤
0，意味着 f ( x) 单调不增，那么，当 0＜μ≤1，存在 F ( μ) ≥
F( 1) ，如果 μ= 0，那么原式即可成立．

证明三: 设 F( x) =
∫
x

0
f( t) dt

μ
，

那么 F'( x) =
xf( x) － ∫

x

0
f( t) dt

x2
=
∫
x

0
f( x) dt － ∫

x

0
f( t) dt

x2
=

∫
x

0
［f( x) － f( t) ］dt

x2
．

由于 f( x) 在［0，1］上连续并且单调不增，那么 f( x) ≤
f( t) ，所以 F'( x) ≤0，即 F( x) 单调不增，因此原不等式得以

证明．
三、结束语

综上所述，一题多解贯穿高等数学教学的各个环节，掌

握一题多解可以更好地掌握与理解高等数学的概念以及相

应的解法，对于提升解题效率极具价值．因此，教师在高等数

学教学时，应该有针对性地进行一题多解的专项训练．
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